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Sequéncias

Definicao de Sequéncia

Definition
Uma sequéncia € uma funcao cujo dominio € os N.

@ Descrigdo familiar/informal: é uma lista ordenada de
numeros reais.
@ Dadof :N — R, f(n) é o n-ésimo termo da sequéncia.

@ O que acontece no inicio da lista/sequéncia, tem menos
importancia. O objetivo da analise é o “comportamento” do
“rabo infinito” da sequéncia.

Veja grafico
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Sequéncias

Uma das definicbes mais importante da analise
Definition
Uma sequéncia (a,) converge para um numero real a, se, para

todo numero positivo ¢, existe um N € N tal que |a, — a| < e,
sempre que n > N.

Definition

(Topologica) Uma sequéncia (a,) converge para um numero
real a, se, para qualquer e-vizinhanca de a, existe um ponto na
sequéncia depois do qual, todos os termos da sequéncia estao
na e-vizinhanca de a.

| A

Considere a sequéncia a,, em que a, = 1//n.
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Sequéncias

O limite de uma sequéncia, quando ele existe, é tnico.

Definition
Uma sequéncia que nao converge é dita ser divergente.

Seja (a,), em que a, = (—1)".

Definition
Uma sequéncia (a,) € dita ser limitada, se existe um numero
M > 0 tal que, |a,| <M, VYn e N.

Toda sequéncia convergente é limitada.
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Sequéncias

Propriedades algébricas do limite.

Definition
Uma sequéncia (a,) € dita ser crescente se a, < a,y;, Yn €N,
e é dita ser decrescente se a, > a,1 ¥V n € N. Uma sequéncia

e dita ser monotona se ela € crescente ou decrescente. |

(Teorema da Convergéncia Monotona) Se uma sequéncia é
monotona e limitada, entdo ela é convergente.
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Definicao de Séries Numéricas

Definition
Seja (a,) uma sequéncia. Uma série (numérica) infinita € uma
expressao formal da formal

o0
Zan:a1+a2+a3+...

n=1

Definition
Dada uma série
dada por

o9
n=1

ay, @ sequéncia de somas parciais (s,,) €

Sm=a1 +axy+ ...+ ay.

(e.9]

Dizemos que a > | a, converge para L, se a sequéncia (s,
converge para L. Neste caso escrevemos » .~ a, = L.
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SEUES

Veja grafico

Definition
Seja (a,) uma sequéncia e sejan; < ny < nz < ...com
ny, ny, n3, ... € N. Entdo, a sequéncia

(anys nyy Gnys Qny,y - -)

€ chamada de subsequéncia de (a,) e é denotada por (ay, ),
emquek € N.

Seja (a,) uma sequéncia que converge para L, entdo, toda
subsequéncia (ay,) de (a,) também converge para L.
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Corollary

Uma sequéncia que possui duas subsequéncias convergindo
para limites distintos é divergente.

Theorem

(Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada tem uma
subsequéncia convergente.
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O Critério de Cauchy

Definition

Uma sequéncia (a,) é chamada uma sequéncia de Cauchy se,
para todo € > 0, existe um N € N tal que |a,, — a,| < €, Sempre
quem, n > N.

(Critério de Cauchy) Uma sequéncia converge, se e somente
se, ela € uma sequéncia de Cauchy.
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Somas Infinitas

Considere

-~ (=)
> S =112+ 1/3-1/4+1/5-1/6+1/7—1/8+ ...

n=1

Temos que a sequéncia (s,,) das somas parciais €
si=1,8=1/2,53=5/6, s4 =7/12

Temos aqui s; > s3 > 55 > ... €5 < 54 < 56 < ldots. E,
Sy < 84 < S < ---8--- < s55< 853 <8

Em que 7/12 < § < 5/6. Somando umas centenas de termos
temos que S ~ 0.69.
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Veja grafico l

Estamos “atentados a escrever”

S=1-1/24+1/3-1/4+1/5-1/6+1/7—1/8+... (1)

Agora, multiplicando (1) por 1/2, obtemos

S/2=1/2—1/4+1/6—1/8+1/10—1/12+1/14—1/16+... (2)
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Agora considere a série >-°° (51)". Que é uma série
geométrica comayp = 1 e g = —1/2. Logo, usando a formula
ao/(1 — g). Temos que
1—1/2+1/4—1/8+1/16—-1/32+...=2/3
Nesse caso somando “dois positivos” e “um negativo”, isto é

14+1/4—1/2+41/16+1/64 — 1/8 +1/256 + 1/1024 — 1/32 + ...

as somas parciais tendem a 2/3.
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Example

Considere a série > .2 ,(—1)". Agrupando os termos de uma
maneira temos

(—14+1)+(=14+1)+(=14+1)+(-141)+... = 04+0+04+0+... =0

enquanto que agrupando na formal

—14+(1-D)+(1-D)+(1-1)+1=1)+... = 14+04+0+0+... =1

<
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Example

Considere a série > .2 ,(—1)". Agrupando os termos de uma
maneira temos

(—14+1)+(=14+1)+(=14+1)+(-141)+... = 04+0+04+0+... =0

enquanto que agrupando na formal

—14+(1-D)+(1-D)+(1-1)+1=1)+... = 14+04+0+0+... =1

<

Manipulagées que sao validas para configuracoes finitas,
nem sempre sao validas para configuracoes infinitas
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Soma dupla

Seja uma “matriz infinita” {a;;/i, j € N}, em que a; = 1/2~' se

i>j,a;j=—-1sei=j,ea;=0sej<i lstoé
1 1 1 1
-1 2 1z 5
o 1 144
0 0 -1 5 4
0 0 0 -1 3
0O o0 0 0 -1
Como definir

o
> aj

ij=1
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Para a “matriz infinita” anterior, temos que,

o0

doaj=) [Da| =) (0=0

ij=1 i=1 \ j=1 i=1

S =3 (Su) -5 () -

ij=1 j=1 \i=1 j=1

Remark

Séries duplas surgem, por exemplo, da multiplicagdo de duas
séries simples.

(Z ai> Z bj = Z a,-bj
i=1 j=1

ij=1

Mas, nesse momento, o lado direito nao faz sentido.
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Resultados sobre séries

(Critério de Cauchy para Séries) A série Y ° | a, converge, se
e somente se, dado € > 0, existe N € N tal que
|@m+1 + mia + amis + ... + ay| < e Sempre quen > m > N.

Se a série’y 2 | a, converge, entao (a,) — 0.

P.R. Bosing Topicos em Séries



Definition
(Série Geomeétrica) Uma série é chamada geométrica se ela é
da formal

(o)

Zar":a+ar+ar2+ar3+... (3)
n=0

Theorem

(Série Geométrica) A série geométrica (3) é convergente se
|r| < 1 e suasoma é

Se |r| > 1, a série geométrica é divergente.
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(Teste da Comparagéo) Assuma que (a,) e (b,) sdo
sequéncias que satisfazem0 < a, < b,, Y n € N,

@ (i) Se> ., b, converge, entdo ) ,° , a, converge;
o (i) Se < a, diverte, entdo Y < b, diverge.

(Teste da Convergéncia Absoluta) Se >".° | |a,| converge,
entao y 2, a, converge.
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Definition

Se > .2, |a,| converge, dizemos que )., a, é absolutamente
convergente.

Se ) .2, a, converge mas a série _° | |a,| diverge, dizemos
que >, a, € condicionalmente convergente.

n=1

Seja } <, a,. Asérie ) 2, b, € chamada de um rearranjo de
Yoo an , se existe uma funcéo bijetiva f : N — N tal que

bf(k) =a, VkeN.
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Theorem

Se uma série converge absolutamente, entdo, qualquer
rearranjo desta série converge para o mesmo limite.

| \

Theorem
(Teste da Razdo) Dado uma série y_,° | a, coma, # 0. Se

lim ‘“a—“ =r <1, entdo a série Y ° | a, é absolutamente
convergente.

Outros testes
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Produtos Infinitos

O produto infinito

o0
an = bibybs . ..
n=1

Nesse caso, consideramos os produtos parciais

m
pm =[] bn = b1babs .. by,

n=1

Em 1655, John Wallis obteve a formula

B)E)E) ) -
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Soma Dupla

Em nosso exemplo vimos que

Z Z“U #Z Z“U

i=1 j=1 i=1

Vamos considerar as “somas parciais” obtidas a partir da soma
de “retangulos/matrizes”. Para m, n € N, seja

m n
Smn = E E aij
il

Interesse quando m = n. Pois nesse casso temos uma
sequéncia (s,,)- Se (s.,) converge, “gostariamos” de escrever

g aj = hm Sun-

ij=1
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Seja {a;; /i,j € N} uma “matriz infinita” de numeros reais. Se
o (o)
>0 layl
i=1 j=1
converge, entado ambas
oo o0 oo o0
2D e ) D a
i=1 j=1 j=1 i=1

convergem para o mesmo valor. Aléem disso,

o0

o0 o0 o0
lim s, = g g aj = E E a;j
n—o00

i=1 j=1 j=1 i=1
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Conclusao

A convergéncia absoluta € uma propriedade “altamente”
desejavel quando manipulamos séries. Pois, se a série é
absolutamente convergente, podemos “tratar” somas infintas
como se fossem somas finitas.

Por outro lado, convergéncia condicional é extremamente
patologica. No caso de rearranjos, nao apenas nao ha
garantias que elas (as séries rearranjadas) convergem para o
mesmo limite, como é possivel para qualquer r € R, obter um
rearranjo da série que converge para r.
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Saber o valor do limite de uma série convergente é uma
excegdo. Em geral, somente determinamos se ela converge ou
diverge.
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Algumas Aplicagcoes

(Euler) Paran € N, temos

limn—>oo <Z % — lOg(l’l)) =7

k=1

em que ~ € uma constante positiva chamada de constante de
Euler-Mascheroni. (Algébrico ou transcendente?? Irracional ou
nao???)

Theorem

<1
e:ZH
k=1
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O numero e é irracionoal l

(Stirling)

n
nl ~\2mn <ﬁ>

e
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Sequéncias de Fungdes

Para cadan € N, seja f,, uma funcao definida em um conjunto
A C R. A sequéncia (f,) € chamada de sequéncia de fungdes.

Considere (f,) em que f,,(x) = &) om todo R.

n

\

Considere (g,) em que g,(x) = x" no conjunto A = [0, 1].

Veja graficos.
~ PRBosng | TopicosemSéres

P.R. Bosing Topicos em Séries




SEUES

Definition

A sequéncia de fungdes (f,,) converge pontualmente em A para
uma fungéo f se, para todo x € A, a sequéncia numeérica (f,(x))
converge para f(x). Neste caso, escrevemos

limy—soofu(x) = f(x)

| \

Example

Considere (f,) em que f,,(x) = &*+m) em todo R. Como

n

2 2
. . XxX° + nx . X
llmnﬁan(x) = llmnﬁoo( n ) = limy ( n + x> =X

Entao, (f,) converge pontualmente para f(x) = x em R.
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Example

Considere (g,) em que g,(x) = x" no conjunto A = [0, 1].

Temos que,se 0 < x < 1,entaox" — 0 e, se x = 1, entao

x" — 1. Desse modo (g,) converge pontualmente para g em
0, se 0<x<1

[0, 1], em que g(x) = { IR
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Definition

(Convergéncia Uniforme) Seja (f;,) uma sequéncia de fungoes
definidas em um conjunto A C R. Entao, (f,) converge
uniformemente em A para uma funcao limite f definida em A,
se, para todo € > 0, existe um N € N tal que [f,(x) — f(x)] < €
sempre quen > N e x € A.
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Example

Considere (g,) em que g,(x) = m em R. Podemos ver que
lim(g,(x)) = 0. De modo que g(x) = 0 é o limite pontual da
sequéncia (g,). Essa convergéncia é uniforme? Como

ﬁ <1, VY x € R. Temos que,

1

|gn(x) — g(x)| = m

1
n

—o‘g

Entéo, dado € > 0, escolhemos N > 1/e (que ndo depende de
x). Segue que, n > N implica que

lgn(x) — g(x)| < 1 <€ Vx €R. Logo, a convergéncia é
uniforme.
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Theorem

(Continuidade do Limite) Seja (f,) uma sequéncia de funcées
definidas em A C R que converge uniformemente em A para
uma fungdo f. Se cadaf, é continuaemc € A, entaof é
continua em c.

Theorem

(Diferenciabilidade do Limite) Assuma que (f,) — f
pontualmente em um intervalo fechado [a, b, e que cadaf, é
diferenciavel. Se (f,) converge uniformemente em [a, ] para
uma fungdo g, entdo a fungao f é diferenciavel e f' = g.
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Séries de Funcgoes

Definition
Dada uma sequéncia de fungdes (f,), uma série de funcoes é
uma expressao da forma

an = fi(x) + £o(x) + f(x) + .

Veja grafico.
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Para cada n € N, seja f, e f fungdes definidas em um conjunto
A C R. A série infinita

an = fi(x) + A (x) +A() + .

converge pontualmente em A para f(x) se a sequéncia (s¢(x))
de somas parciais definidas por

sk(x) = fi(x) +12(x) + ...+ fi(x)

converge pontualmente para f(x). A série converge
uniformemente em A para f se a sequéncia (si(x)) converge
uniformemente em A para f(x).
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Séries de Poténcias

Uma série de fungoes da forma

(o @]
E anx" = ag+ aix + aox® + azx> + . ..
n=0

€ chamada de série de poténcia
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Passando por:
@ Teorema da continuidade termo por termo;
@ Teorema da diferenciabilidade termo por termo;
@ Teorema de Abel;

@ Outros resultados.
chegamos ao resultado:

Assume que f(x) = Y2, a,x" converge em um intervalo
A C R. A fungdo f é continua em A e é diferenciavel em
qualquer aberto (—R, R) C A. E a derivada € dada por
(%) =302 na,x"~1. Além disso, f é infinitamente
diferenciavel (termo por termo).
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Em resumo:
Apesar da soma infinita, podemos manipular séries de
poténcias

f(x) =ag + aix + axx® + azx® + ...

“mais ou menos” como se fossem polindmios no seu intervalo
de convergéncia.

No seu intervalo de convergéncia, a série de poténcia é
continua e infinitamente diferenciavel, a as sucessivas
derivadas ou antiderivadas podem ser obtidas termo por termo
- como se faz com polinébmios.
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Da série (numérica) geométrica, temos que

1

; =14+x+x2+2°24+..., |x<1 (4)
—x

Dai, por exemplo, temos que 2 =>"°,1/2" e

3/4 = 520(~1/3)"

Derivando a série (4), obtemos

1
(1) =0+1+2x+3%4+4°+..., |xl<1 (5

Tomando x = 1/4 obtemos,
4=32 M=1+1+3+8+2+...

n=1 2n
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Integrando a série (4), obtemos

x
log(1 =) ZorH—l T2 T3 4 s » bl<
n—

Tomando x = 1/2, como log(1/2) = —log(2), obtemos

o0

11 1 1
1 _ 1
og(2 Zn—i— ot -2 g T tea

n=

Substituindo x por —x*> em (4) obtemos

1
1+ x2

=1-x+x*-C+8-..., <1 (7)
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1
14x2

Usando o fato que (arctan(x))’ = e que arctan(0) = 0,

integrando (7) obtemos

arctan(x) =x— =+ ——=+—=—..., |[x[<1 (8)
Tomando x = 1 em (7) temos o interessante resultado (formula
de Leibniz para )

T 1+1 1+1
4 35 7 9 7

Question: Podemos encontrar séries de poténcias para outras
fungdes elementares como sin(x), cos(x), exp(x),v1+x,...?
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Série de Taylor

Se f tiver uma representacao em série de poténcia, isto é,
f(x) = ag + ayx + axx® + azx® + ...
em algum intervalo centrado em zero. Entéo,

_f"(0)

n!

dp
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Theorem

(Teorema do Resto de Lagrange) Seja f uma fungao
diferenciavel N + 1 vezes em I = (—R, R). Defina

a, =f"(0)/n! paran=0, 1, 2, ..., e seja

SN(x):ao—i—alx—kazxz—i—...—i—a;vxzv.

Dado x # 0 em I, existe um ponto ¢ satisfazendo |c| < |x| onde
a fungao erro Ex(x) = f(x) — sy(x) satisfaz

_f(N—i—l)(C)
EN(X) = WXN—H
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Example

sm( ) _0

Como ap = sin(0) =0, a; =cos(0) =1, ap =
as = —°°§(!0) =—4,.... E,En(x) = 0 uniformemente em
[—R, R] para um arbitrario R, temos que a série de poténcias

de sin(x) é

1 n 2n+1 x3 xS x7 x9

(- _
sin( Z zn+1)| =gty ate e WO

Veja grafico
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Derivando a série do sin(x), obtemos

X 1\n,2n 2 4 6 8
Z( D S T E L v (10)

cos(x) = ) 21741 6l 8l
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Para x € R, a série de poténcias de exp(x) é

o0 2 B8 i
exp(x) = ZO =1+ +2'+3|+4'+ vx o (11)

Em particular, tomando x = 6i (Isso é valido???) obtemos a
formula de Euler

0i 25 (_1)"02n ' 00 (_1)n92n+1 3 N
; _Zom'+§(z+1)l = cos(0) + isin(0)
Tomando x = 1, obtemos
e:Z?’OO"' _1+1'+2I+3|+4L+....

Remark
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Derivando (11) (termo a termo)

2. nx ! ¥ 3 x
(exp(x))' = Z o= 0+1+1|+ ittt = =exp(x) Vx
n=0
Substituindo x por —x?> em (11)
ce n 2n 2 4 6 3
x Xt X x
exp(— Z —1——+§—§+——..., Vx
n=0
(12)
Integrando
o0 241 3 5 7
e (—1)"x X X x
= = ———t——=—+..., ¥
/e dx nz_;(anLl)n! s ntsa gmtoo
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Para o € R e n > 0, definimos o niumero binomial generalizado

(6% (6
<n>por<0>_Oe,paran21,

(Newton - generalizado) Para o # 0 e |x| < 1, temos

(l—I—x)a:i(:)x"

n=0

Veja grafico.
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